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گرديده ذكر مآخذ و منابع فهرست در و ارجاع متعارف روال و مقررات مطابق است شده استفاده آنها از

است. نͽرديده ارائه بالاتر يا هم�سطح مدرك هيچ احراز براي قبلا́ نامه پایان اين است.
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داشت. خواهد قانونͯ پيͽيري حق دانشͽاه و بوده ساقط اعتبار

خانوادگͬ نام و نام

امضاء



چͺیده

آزمایش برای معیار ͷی به�عنوان معمول به�طور که است غیرخطͬ مرزی مقدار مسأله ͷی براتو مسأله�ی

ͷی طراحͬ دنبال به پایان�نامه این در مͬ�رود. به�کار عددی و تحلیلͬ روش�های از بسیاری همͽرایͬ دقت

منظور، این برای هستیم. دو-بعدی و یͷ-بعدی براتوی مسأله عددی حل برای دقیق گسسته�سازی روش

دوم، مرتبه مشتق گسسته�سازی برای استاندارد غیر فشرده متناهͬ تفاضلات فرمول ͷی از استفاده با ابتدا

غیرخطͬ دستͽاه حل برای سپس مͬ�شود. تبدیل غیرخطͬ جبری معادلات دستͽاه ͷی به مسأله این

قابل سادگͬ به و دارد سریع همͽرایͬ شده ارائه روش مͬ�شود. استفاده نیوتن تͺراری روش از حاصل،

است. براتو مسأله بالایͬ و پایینͬ جواب�های یافتن برای چهار همͽرایͬ مرتبه دارای و است پیاده�سازی

که مͬ�کنند تایید براتو مسأله دو-بعدی و ͷی حالت�های برای مقایسه�ای نتایج و عددی شبیه�سازی�های

است. موجود عددی روش�های از دقیق�تر روش این

غیرخطͬ براتوی مسأله بالا، دقت مرتبه غیراستاندارد، فشرده متناهͬ روشتفاضلات کلیدی: واژه�های



ଘم৤قدৎ
عزیزم مادر و پدر

دریغشان! بͬ زحمات تمامͬ پاس به

بوده�اند! من همدم و پشتیبان همواره زندگͬ لحظه�های ͷایͺی در آنانͺه

است! بوده من زندگͬ بخش امید و راهͽشا همواره خالصانه�شان دعاهای آنانͺه

نیست! شما عظمت و بزرگͬ ستایش و تحسین به قادر واژه�ای هیچ که راستͬ به

مͬ�بوسم! را پرمهرتان دستان و فرودآورده سرتعظیم پربرکتتان وجود برار در

باد! استوار و پاینده همیشه مهربانتان وجود
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مطالب فهرست

ب تصاویر فهرست

پ جداول فهرست

١ پیش�گفتار

۶ براتو مسأله گسسته�سازی برای عددی روش�های ١

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١-١

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . براتو مسأله ٢-١

١٢ عددی نتایج ٢

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یͷ-بعدی حالت ١-٠-٢

٢٠ پیشنهادات و نتیجه�گیری ٣

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نواری ماتریس�های ویژه مقادیر ١-٣

٢۴ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

٢۶ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

٢٨ مراجع

الف



تصاویر فهرست

٩ . . . . . . . . . .(٣-١) براتو مسأله جواب با متناظر انشعاب پایینͬ و بالایͬ شاخه�های ١-١

یͷ-�بعدی مسأله برای INCFD تقریبͬ جواب نمودار ،λ = λc و λ = ٠٫ ۵,١,٢,٣,٣٫ ۵١ برای ١-٢

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .r = ٧ و N = ٨٠ وقتͬ�که براتو،

مسأله از بالایͬ جواب�های یافتن برای پیشنهادی روش از حاصل L∞ خطای لͽاریتم (آ) ٢-٢

١٩ .(٢-١) یͷ-بعدی براتو مسأله برای جواب از انشعابͬ ماهیت (ب) ،(٢-١) براتو یͷ-بعدی

ب



جداول فهرست

پیشنهادی روشتͺراری محاسباتͬ زمان دقتو مرتبه خطا، ماکزیمم λ = ٠٫ ۵,١,٢,٣٫ ۵١ برای ١-٢

١۵ . . . مͬ�شود. تقسیم زیربازه N به [٠,١] هنͽامͬ�که براتو مسأله حل برای تͺرار r = ٧ از پس

از پس INCFD روش ، ( بالایͬ و (پایینͬ تقریبͬ و واقعͬ جواب ،λ = ١,٢ مقادیر به�ازای ٢-٢

تقسیم زیربازه ١٠٠ به [٠,١]، دامنه که هنͽامͬ براتو یͷ-بعدی مسأله برای تͺرار r = ١١

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مͬ�شود.

محاسباتͬ زمان دقتو مرتبه خطا، ماکزیمم ،λc = ٣٫ ۵١٣٨٣٠٧١٩٢۵١۶ بحرانͬ مقدار به�ازای ٣-٢

هنͽامͬ�که یͷ-بعدی مسأله حل برای تͺرار r = از٩,١٠,١١ پس INCFD روش از حاصل

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مͬ�شود. تقسیم N به [٠,١] دامنه

مسأله از پایینͬ جواب�های پیدا�کردن برای مختلف روش�های برای با L∞ خطای مقایسه ٢-۴

عددی نتیجه که است معنͬ بدین × نماد .λ = λc و λ = ١,٢,٣٫ ۵١ مقادیر با براتو

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است. نشده گزارش مورد برای

پ



پیش�گفتار

هم�چون ͬͺفیزی و مهندسͬ مسائل از بسیاری مدل�سازی در مهمͬ ابزار به�عنوان دیفرانسیل معادلات

اغلب مͬ�شوند. استفاده غیره و زیستͬ کاربردهای شناسͬ، زمین اکتشافات هوا، و آب وضعیت پیش�بینͬ

تحلیلͬ جواب�های کردن پیدا لذا مͬ�باشند، غیرخطͬ وابسته متغیرهای به نسبت دیفرانسیل معادلات این

شرایط با همراه خاصͬ حالت�های برای تنها موارد اغلب در و نیست امͺان�پذیر سادگͬ به آن�ها برای

١ متناهͬ تفاضلات روش�های کرد. ارائه معادلات نوع این برای تحلیلͬ جواب مͬ�توان اولیه و مرزی

مشتقات با دیفرانسیل معادلات حل برای عددی روش�های متداول�ترین از ͬͺی و دسته اولین به�عنوان

این است. تیلور بسط از هنرمندانه استفاده آن کار اساس که مͬ�باشد، مطرح کسری و معمولͬ جزئͬ،

از ͬͺی اما مͬ�زنند. تقریب شبͺه�بندی ͷی روی بر واقع نقاط روی را دیفرانسیل معادله جواب روش�ها

نقاط از بیشتری تعداد از باید عیب این رفع برای که است آن�ها پایین دقت روش، این اساسͬ مشͺلات

هزینه�ی و مͬ�شود نهایͬ ماتریس نوار پهنای افزایش باعث نه�تنها که کرد استفاده تفاضلͬ طرح در شبͺه

برای مͬ�شویم. مواجه بیشتری محاسباتͬ پیچیدگͬ با مرزی نقاط در بلͺه مͬ�دهد افزایش را محاسبات

٢پیشنهاد فشرده متناهͬ تفاضلات روش�های اخیراً متناهͬ تفاضلات روش�های کارایͬ و دقت بردن بالا

ͷکلاسی متناهͬ تفاضلات روش�های مشابه طرحͬ دارای فشرده متناهͬ تفاضلات روش است. گردیده

به�طوری مͬ�دهند. به�دست کمتر نقاط تعداد از استفاده با را بالاتری دقت مرتبه که تفاوت این با هستند
1Finite Difference Method
2Compact Finite Difference Method

١



٢ پیش�گفتار

ͷکلاسی متناهͬ تفاضلات روش�های به نسبت فشرده متناهͬ تفاضلات روش�های اصلͬ مزیت�های کلͬ

عبارتنداز:

روش�های به نسبت پایین�تر محاسباتͬ هزینه با بالا بسیار دقت فشرده، متناهͬ تفاضلات روش�های •

دارند. ͷکلاسی متناهͬ تفاضلات

محدودتری محاسباتͬ گره�های تعداد به مشتقات تقریب برای فشرده متناهͬ تفاضلات روش�های •

دارند. نیاز

دارند. نیاز کمتری ریاضͬ عملیات به فشرده متناهͬ تفاضلات روش�های •

اضافͬ نقاط به نیاز بدون و آسانͬ به مͬ�توان را مرزی شرایط فشرده متناهͬ تفاضلات روش�های در •

نمود. اعمال

روش�های از استفاده اخیر سال�های در فوق مزیت�های همچنین و فشردگͬ بالا، دقت کارایͬ، علت به

شناسͬ، صوت سیالات، ͷدینامی جمله از مهندسͬ مسائل از گوناگونͬ انواع در فشرده متناهͬ تفاضلات

مرتبه فشرده متناهͬ تفاضلات روش�های به زیادی توجه همچنین است. یافته افزایش و الͺترومغناطیس

است. شده جزئͬ-کسری دیفرانسیل معادلات دستͽاه حل برای بالا

روش و پاده تقریب ترکیب با را فشرده متناهͬ تفاضلات روش نخستین ١ داگلاس ،١٩۵۶ سال در

نمود ابداع گرما معادله حل در کرانͷ-نیͺلسون روش همͽرایͬ مرتبه�ی ارتقای برای متناهͬ تفاضلات

تفاضلات روش ͷکم به دیفرانسیل معادلات حل بررسͬ به جدی طور به [١٧] ٢در کلاتز سپس . [٢٢]

در ٣نیز کولن . کرد ارائه را هرمیتͬ متناهͬ تفاضلات روش به موسوم روشͬ و پرداخت فشرده متناهͬ

ابداع اول مرتبه مشتق برای تقریبͬ محاسبه�ی برای طرحͬ گالرکین، روش با کار حین در و ١٩٧۴ سال

از استفاده با سیالات ͷانیͺم زمینه�ی در را معادلاتͬ ١٩٧۵ سال در ۴نیز هیرش آن�ها، از بعد .[١٨] نمود
1Douglas
2Collatz
3Cullen

4Hirsh



٣ پیش�گفتار

١طرح سیمنت . [٢٨] نمود حل زمان آن در دقت درجه�ی بالاترین با فشرده متناهͬ تفاضلات روش�های

سال در و [١۵] برد به�کار موج معادله جواب محاسبه�ی برای بالا مرتبه�ی با را فشرده ضمنͬ تفاضلͬ

٢مقاله�ای ل˼ل̞ ١٩٩٢ سال در . [١۶] داد قرار استفاده مورد سهموی معادلات حل برای را طرح این ١٩٧٨

به�تازگͬ .[٣۵] داد قرار بررسͬ مورد را روش�ها گونه این ساخت طرح کلͬ حالت�های آن در که کرد منتشر

و برگرز معادله�های حل برای روش�هایͬ فشرده، متناهͬ تفاضلات روش�های بردن به�کار با [۵٩ ،۵٨] در

هستند. برخوردار روش�ها دیͽر به نسبت بیشتری دقت از که است شده معرفͬ شرودینͽر

به نیاز و علاقه غیرخطͬ، مسائل به�صورت مختلف مسائل مدل�سازی و علوم گسترش با امروزه

مسائل حل که آنجایͬ از است. افزایش درحال روزبه�روز مدل�ها این حل برای عددی و تحلیلͬ روش�های

از نمود حل را غیرخطͬ مسائل بتوان آن به�وسیله که روش�هایͬ یافتن است چالش مورد همواره غیرخطͬ

مؤثری و مفید تلاش خصوص این در که افرادی از است. مهندسین و ریاضͬ علوم دانشمندان اهداف

خودش اثر ١٩٨٣ سال در بار اولین برای مدون مجموعه ͷی قالب در که ٣بود آدومیان جورج داشتند

مقدار و اولیه مقدار مسائل حل جهت تجزیه روش ارائه به خود کتاب در وی .[٢] رساند چاپ به را

استفاده دیͽر طرفͬ از پرداخت. تجزیه روش از جدیدی گونه�ی همچنین و پیچیده بسیار شرایط با مرزی

دلیل (به غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات ͷکلاسی گسسته�سازی برای برای متناهͬ تفاضلات روش�های از

پروفسور رو این از مͬ�شود. تقریبͬ جواب در عددی ناپایدار�ی بروز موجب غیرخطͬ) جملات حضور

تفاضل روش�های مبنای بر را کاربردی و ساده روش�هایͬ ١٩٩۴ سال در بار اولین برای میͺنز۴ رونالد

تفاضل روش�های به موسوم روش�ها، این .[٣٨] کرد ارائه دیفرانسیل معادلات حل برای ،ͷکلاسی متناهͬ

متناهͬ تفاضل روش�های از حاصل تقریبͬ جواب در موجود عددی ناپایداری� هستند، غیر�استاندارد متناهͬ

طیفͬ بررسͬ به سپس و کرد ارائه اساسͬ قواعد برخͬ روش�ها این طراحͬ برای ایشان مͬ�نماید. رفع را
1Ciment
2Lele
3Adomian

4Mickens



۴ پیش�گفتار

متناهͬ تفاضلات روش�های از اخیر دهه�های در پرداخت. جزئͬ و معمولͬ دیفرانسیل معادلات از گسترده

مثبت پایداری�شان�، و تعادل نقاط قبیل از غیر�خطͬ سیستم�های ͬͺدینامی رفتار بررسͬ برای غیر�استاندارد

.[٣٩] است شده استفاده جواب بودن کراندار و بودن

به�عنوان محققان توسط اخیر سال�های در که است غیرخطͬ مرزی مقدار مسائل از ͬͺی براتو مسأله

گرفته قرار توجه مورد پیشنهادی�شان تقریبͬ روش�های همͽرایͬ دقت ارزیابͬ منظور به تست مسأله ͷی

مͬ�شوند. توصیف براتو معادله توسط مهندسͬ و شیمͬ و ͷفیزی در مسائل از گسترده�ای طیف است.

اشاره جامد) سوخت (اشتعال ناپذیر دگردیس موارد در گرمایͬ واکنش به مͬ�توان کاربردها این میان از

نمایͬ تابع بر مبتنͬ غیرخطͬ جمله ͷی حاوی دیفرانسیل معادله ͷی از متشͺل مسأله این .[٢٩] کرد

مسأله این به�علاوه است. نمود پیچیده بسیار را مسئله این گسسته�سازی که است دوم مرتبه مشتقات و

یا و جواب دو جواب، ͷی داری مسئله است ممͺن آن تغییر با که است آزاد حقیقͬ پارامتر ͷی حاوی

مͬ�شود ارائه فشرده متناهͬ تفاضلات روش�های ساخت نحوه ابتدا پایان�نامه، این در نباشد. جوابͬ هیچ

مرتبه با عددی روش ͷی دوم، مرتبه مشتقات برای استاندارد غیر تفاضلاتͬ طرح ͷی ͷکم با سپس و

.[٢۶] مͬ�شود فرمول�بندی براتو مسأله جواب�های یافتن برای بالا دقت

پرکاربرد متناهͬ تفاضلات فرمول�های برخͬ اول فصل در که مͬ�باشد فصل چهار شامل پایان�نامه این

رویه�ها��ی بر مبتنͬ فشرده متناهͬ تفاضلات فرمول�های طراحͬ نحوه�ی دوم فصل سپسدر مͬ�شوند. معرفͬ

استاندارد غیر فشرده متناهͬ تفاضلات فرمول ͷی از استفاده با سوم فصل در مͬ�شوند. معرفͬ ل˼ل̞ و کولاتز

فرمول�بندی براتو مسأله بالایͬ و پایینͬ جواب�های یافتن برای ساده و دقیق عددی روش ͷی چهار، مرتبه

روش�های سایر با مقایسه در روش این بودن دقیق�تر و کارایͬ بیانͽر مقایسه�ای و عددی نتایج مͬ�شود.

اصلͬ مطالب و مفاهیم مͬ�شوند. بیان پیشنهادات و نتیجه�گیری چهارم فصل در نهایت در است. تقریبͬ

مقاله از برگرفته پایان�نامه این
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مقدمه ١�١

١مͬ�باشد، دریͺله مرزی شرایط با همراه غیرخطͬ بیضوی دیفرانسیل معادله ͷی از متشͺل براتو مسأله

.[١٠] است شده دیده بار اولین برای حرارتͬ تئوری در جامد سوخت احتراق مدل ساده�سازی در که

عددی و تحلیلͬ تͺنی�ͷهای از بسیاری دقت آزمایش برای معیار ͷی به�عنوان گسترده به�طور مسأله این

انتقال نانوتͺنولوژی، قبیل از مختلف ͬͺفیزی پدیده�های در فراوانͬ کاربردهای مدل این مͬ�رود. به�کار

سال در دارد. حرارتͬ واکنش فرآیند و سوخت احتراق مدل شیمیایͬ، واکنش نظریه تابشͬ، حرارت

.[٢٩] پرداخته��اند مسأله این تاریخ و اهمیت بررسͬ به اشمیت و ژاکوبین ١٩٩٧

براتو مسأله ١�٢

ارائه است، زیر به�شͺل که [٩] براتو معادله حل برای ساده و دقیق عددی روش ͷی فصل، این در

مͬ�دهیم:


∆u(x)+λ exp(u(x)) = ٠, x ∈ Ω, (١-١الف)

u(x) = ٠, x ∈ ∂Ω, (١-١ب)

عملͽر نشان�دهنده ∆ به�علاوه، است. Rn در محدود دامنه ͷی Ω و است مثبت حقیقͬ عدد ͷی λ که

گسترده به�طور و است (BVP) غیرخطͬ مرزی مقدار مسأله ͷی براتو مسأله مͬ�باشد. n-بعدی لاپلاس

مͬ�رود. به�کار عددی و تحلیلͬ تͺنی�ͷهای از بسیاری همͽرایͬ دقت آزمایش برای معیار ͷی به�عنوان

مدل شیمیایͬ، واکنش نظریه تابشͬ، حرارت انتقال نانوتͺنولوژی، مانند کاربردها از تعدادی در مدل این
1Homogeneous Dirichlet Boundary

Conditions
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ͷکلاسی مسأله مͬ�شود. ظاهر [١۴] غیره و چاندرساخار روش حرارتͬ، واکنش فرآیند سوخت، احتراق

مͬ�باشد زیر به�صورت است) معروف نیز براتو-گلفند مسأله به (که براتو یͷ-بعدی


u′′(x)+λ exp(u(x)) = ٠, x ∈ (٠,١), (٢-١الف)

u(٠) = u(١) = ٠. (٢-١ب)

مͬ�باشد زیر به�صورت (٢-١) معادله دقیق جواب

u(x) =−٢ ln(
cosh(θ

٢ (x−
١
٢))

cosh(θ
۴ )

), (٣-١)

رابطه در θ که به�طوری

θ =
√

٢λ cosh(
θ
۴ )

دو و ͷی صفر، دارای به�ترتیب λ < λc و λ = λc، λ > λc برای (٢-١) براتو مسأله مͬ�کند. صدق

مͬ�کند، صدق زیر معادله در و بوده بحرانͬ مقدار λc آن در مͬ�باشد،که جواب

١ =
١
۴
√

٢λc sinh(
θ
۴ ),

ماکزیمم نمودار . است λc = ٣٫ ۵١٣٨٣٠٧١٩٢۵١۶ با برابر بحرانͬ مقدار این برای تقریبͬ مقدار ͷی

بالایͬ انشعاب�های نشان�دهنده�ی که ،λ مختلف مقدارهای به نسبت (٣-١) مسأله u(x)جواب قدرمطلق

انشعاب، منحنͬ که مͬ�دهد نشان شͺل این است. شده داده نشان ١-٢ شͺل در است، جواب پایینͬ و
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.(٣-١) براتو مسأله جواب با متناظر انشعاب پایینͬ و بالایͬ شاخه�های – ١�١ شͺل

مسأله ،λ < λc مقدار هر برای حقیقت در است. ٠ < λ < λc فاصله در پایینͬ و بالایͬ دوشاخه از متشͺل

قرار�دارد. بالایͬ شاخه روی بر دوم گروه و پایینͬ شاخه روی بر اول گروه است؛ جواب دو دارای براتو

،[١٠] پرتابͬ ،[۴٢] میͺنز متناهͬ تفاضلات جمله از مختلفͬ تقریبͬ روش�های گذشته، �دهه�ی دو در

لاپلاس تجزیه ،[٣] ͬͽآشفت در اختلال ،[٢٠] تجزیه ،[٨ ،٧] طیفͬ شبه ،[١١] اسپلاین ،[٣٣] لاپلاس

،[۶١ ،٣٧] ͷموج ،[۴٠] گرین تابع ،[۴۴] سازی خطͬ شبه� ،[۵٣] وزنͬ باقͬ�مانده ،[۵٢] آدومیان

،[۶٢] پارامتری اسپلاین ،[۴۶] سینͷ-گالرکین ،[۵۶] مرحله�ای چند� تͺرار ،[۴٧] گالرکین ͷموج

تحلیل و تجزیه ،[٣۴] عصبͬ شبͺه ،[۵۴] تͺراری متناهͬ تفاضلات ، [٣٠] اسپلاین جمله�ای غیرچند

جواب با شده حاصل تقریبͬ جواب همچنین شده�است. ارائه [۶٠] پرتابͬ ذرات روش و [٣۶] هموتوپͬ

همͽرا λ از مختلف مقدار هر برای شده ارائه روش�های اغلب شده�اند. مقایسه نیز براتو مسأله دقیق

اشاره [٧] در که همان�طور .٠ < λ < λc آن در که مͬ�شوند، پایینͬ) شاخه با پایینͬ(متناظر جواب به

کم با است ممͺن که است ͬͽینͺت به مربوط بالایͬ) شاخه با (متناظر بالایͬ جواب یافتن پیچیدگͬ شد،

هنͽامͬ�که را دقت�شان بالا در شده ذکر روش�های علاوه�براین، باشد. شده حذف مجانبͬ، جواب کردن



١٠ براتو مسأله گسسته�سازی برای عددی روش�های .١ فصل

تفاضلات روش قبیل از کارآمدی عددی روش�های اخیراً مͬ�دهند. دست از مͬ�شود، ͷنزدی λc به λ

تحلیل روش ،[٨ ،٧] بوید شبه�طیفͬ روش ،[١٠] غیرخطͬ پرتابͬ روش ،[۴٢] غیراستاندارد متناهͬ

ͷی هیچ این�حال، با شده�اند؛ بالایͬ و پایینͬ شاخه�های تقریب به موفق [١٣] MG روش و [٣۶] هموتوپͬ

.[۴۵،۴٢،٢۵] λ = λc هنͽامͬ�که به�خصوص نشده�اند، همͽرا براتو مسأله جواب به دقیق به�طور آن�ها از

و پایینͬ و بالایͬ جواب�های یافتن برای آسان پیاده�سازی با و دقیق تقریبͬ روش ͷی طراحͬ بنابراین،

تفاضلات روش�های است. ویژه�ای اهمیت حائز براتو مسأله برای λ = λc با متناطر جواببحرانͬ همچنین

با دیفرانسیل معادلات (مͺانͬ) فضایͬ گسسته�سازی برای کارا عددی روش�های از ͬͺی فشرده متناهͬ

مقایسه در و دارند مشتق�ها تخمین برای بالایͬ دقت تͺنی�ͷها این است. جزئͬ و معمولͬ مشتقات

تفاضلات روش .[٣۵] هستند پایدارتر و دقیق�تر استاندارد) متناهͬ (تفاضلات سنتͬ تقریب�های با

قطری سه ماهیت مͬ�رود کار به دوم مرتبه مشتقات گسسته�سازی برای که چهارم مرتبه فشرده متناهͬ

روش این محاسباتͬ هزینه بنابراین، مͬ�کند. حفظ را دوم مرتبه متناهͬ تفاضلات فرمول مطلوب بودن

این در است. چهار آن دقت مرتبه که حالͬ در است، دوم مرتبه مرکزی متناهͬ تفاضلات روش مشابه

غیر و استاندارد متناهͬ تفاضلات فرمول�های بر مبتنͬ گسسته�سازی روش�های برخͬ بررسͬ به ابتدا فصل

و دقیق عددی روش ͷی بررسͬ به سپس مͬ�پردازیم. یͷ-بعدی براتو مسأله عددی حل برای استاندارد

جواب همچنین و سه-بعدی و دو ،ͷی حالت در براتو مسأله بالایͬ و پایینͬ جواب�های یافتن برای ساده

را چهارم مرتبه فشرده متناهͬ تفاضلات فرمول ͷی این�رو، از پرداخت. خواهیم λ = λc با متناظر حدی

بر مبتنͬ تقریبͬ روش�های این�که به توجه با است. شده فرمول�بندی دوم مرتبه مشتق گسسته�سازی برای

مͬ�شوند. همͽرا پایینͬ جواب به تنها براتو مسأله برای شده ارائه استاندارد متناهͬ تفاضلات فرمول�های

میͺنز غیراستاندارد چارچوب ͷی از استفاده با فشرده متناهͬ تفاضلات فرمول ͷی فصل این در لذا

متناهͬ تفاضلات فرمول این از استفاده با براتو معادله گسسته�سازی با . [۴٢،١٠] است شده فرمول�بندی
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جبری سیستم این حل برای به�علاوه مͬ�آید. به�دست غیرخطͬ جبری سیستم ͷی غیراستاندارد، فشرده

مͬ�شود. استفاده است نیوتن-رافسون روش بر مبتنͬ که دقیق و سریع تͺراری روش ͷی از غیرخطͬ،

جواب�های یافتن در همچنین و است چهار همͽرایͬ دقت مرتبه دارای غیراستاندارد تͺراری روش این

گسسته�سازی برای پیشنهادی روش از همچنین است. دقیق بسیار براتو مسأله بحرانͬ و بالایͬ پایینͬ،

روش این که مͬ�دهد نشان شده ارائه مقایسه�ای نتایج است. شده استفاده دو-بعدی حالت در مسأله این

سایر با مقایسه در روش این بلͺه است موفق بحرانͬ و بالایͬ پایینͬ، جواب�های یافتن برای نه�تنها جدید

است. دقیق�تر بسیار اخیر تحقیقات در شده ارائه تقریبͬ روش�های



دوم فصل

عددی نتایج
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و نیوتن-رافسون تͺراری روش�های بر مبتنͬ عددی روش از حاصل عددی نتایج بخش، این در

مقادیر ازای به دو-بعدی و یͷ-بعدی براتو مسأله حل برای استاندارد غیر فشرده متناهͬ تفاضلات

نشان INCFD نماد با خلاصه به�طور شده ارائه تͺراری ترکیبͬ روش ادامه، در است. شده ارائه λ مختلف

معرفͬ اخیراً که تقریبͬ روش�های از برخͬ با نیز روش این از حاصل عددی نتایج به�علاوه مͬ�شود. داده

است. شده انجام متلب نرم�افزار از استفاده با عددی نتایج تمام مͬ�شود. مقایسه شده�اند،

�بعدیͷی حالت ٢�٠�١

u(xi) که کنید فرض و بͽیرید درنظر است، شده ارائه (٢-١) توسط که را براتو یͷ-بعدی مسأله

ماکزیم باشند. xi در INCFD روش تقریبͬ جواب و (٣-١) از آمده به�دست دقیق جواب به�ترتیب ui و

مͬ�شود: محاسبه زیر به�صورت تقریبͬ و دقیق جواب�های بین خطای

L∞ = max
٠⩽i⩽N

|ui −u(xi)|.

به�عبارتͬ است، حساس اولیه حدس انتخاب به نسبت نیوتن-رافسون تͺراری روش مͬ�دانیم که همان�طور

معادله جواب به کافͬ اندازه به اولیه حدس که مͬ�شود تضمین صورتͬ در روش این همͽرایͬ دیͽر

به�صورت اولیه حدس تابع ،λ مختلف مقادیر برای باشد. ͷنزدی غیرخطͬ

u[٠] = α(x− x٢),
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جواب یافتن برای مͬ�شود. انتخاب متفاوت پایینͬ و بالایͬ جواب با متناظر α پیشرو ضریب آن در که

به�صورت α مقدار پایینͬ،

α ≤ uc = max{u(x) : ٠ ≤ x ≤ ١,λ = λc},

جواب به همͽرا پیشنهادی عددی روش α > uc به�صورت α انتخاب با حالͬ�که در مͬ�شود، گرفته نظر در

یافتن برای u[٠]L (x) = λ
٢۵(x− x٢) اولیه حدس تابع ،λ ∈ (٠,λc) برای مثال، به�عنوان مͬ�باشد. بالایͬ

حدس به�عنوان u[٠]U (x) = ٢۵
١+λ (x− x٢) تابع بالایͬ شاخه برای همچنین مͬ�شود. استفاده پایینͬ شاخه

جواب بین خطای ماکزیم ،λ = ٠٫ ۵,١,٢,٣٫ ۵١ برای مͬ�شود. انتخاب λ ∈ (٠٫ ١,λc)مقدار هر برای اولیه

حل برای تͺرار r = ٧ از پس (؟؟) تͺراری روش از حاصل محاسباتͬ زمان و دقت مرتبه تقریبͬ، و واقعͬ

تقسیم زیربازه N = ١٠,٢٠,۴٠,٨٠,١۶٠,٣٢٠,۶۴٠ به [٠,١] دامنه هنͽامͬ�که براتو یͷ-بعدی مسأله

پیشنهادی روش همͽرایͬ مرتبه که مͬ�دهد نشان جدول این است. شده گزارش ١-٢ جدول در است شده

. است تحلیلͬ نتایج با مطابق که است چهار

کارآمد محاسباتͬ نظر از و سریع بسیار INCFD جدید روش که مͬ�دهد نشان ١-٢ جدول همچنین

ماکزیم با تقریبͬ جواب به تا �دارد نیاز محاسباتͬ زمان ثانیه ٠٫ ٢١ به فقط روش این N = ۶۴٠ برای است.

خطای

١٫ ٢۶١−١٠×٩٢۵, ١٫ ۵۵١−١٠×٠٢۴, ١٫ ۴۵١٣−١٠×٠٢, ۵٫ ۴۵١١−١٠×٠٢,

شود. همͽرا λ = ٣٫ ۵١,λ = ٢,λ = ١,λ = ٠٫ ۵ ازای به به�ترتیب

با مقایسه در را INCFD پیشنهادی طرح از آمده به�دست (پایینͬ،بالایͬ) عددی جواب ٢-٢ شͺل



١۵ عددی نتایج .٢ فصل

پیشنهادی روشتͺراری محاسباتͬ زمان و دقت مرتبه خطا، ماکزیمم λ = ٠٫ ۵,١,٢,٣٫ ۵١ برای – ٢�١ جدول
مͬ�شود. تقسیم زیربازه N به [٠,١] هنͽامͬ�که براتو مسأله حل برای تͺرار r = ٧ از پس

λ = ٠٫ ۵ λ = ١ λ = ٢ λ = ٣٫ ۵١

N خطا مرتبه خطا مرتبه خطا مرتبه خطا مرتبه زمان

٢٠ ١٫ ٩١e−٠٩ ۴٫ ٠٠ ١٫ ٨۴e−٠٨ ۴٫ ٠٠ ٢٫ ۴٢e−٠٧ ۴٫ ٠٠ ٧٫ ٠٨e−٠۵ ۴٫ ٠٠ ۴٫ ۵e−۴

۴٠ ١٫ ٢٠e−١٠ ۴٫ ٠٠ ١٫ ١۵e−٠٩ ۴٫ ٠٠ ١٫ ۵١e−٠٨ ۴٫ ٠٠ ۴٫ ۴٢e−٠۶ ۴٫ ٠٠ ١٫ ٢e−٣

٨٠ ٧٫ ۴٧e−١٢ ۴٫ ٠٠ ٧٫ ٢٠e−١١ ۴٫ ٠٠ ٩٫ ۴۵e−١٠ ۴٫ ٠٠ ٢٫ ٧۶e−٠٧ ۴٫ ٠٠ ٣٫ ٢e−٣

١۶٠ ۴٫ ١۵e−١٣ ۴٫ ١٧ ۴٫ ٣٨e−١٢ ۴٫ ٠۴ ۵٫ ٩٠e−١١ ۴٫ ٠٠ ١٫ ٧٢e−٠٨ ۴٫ ٠٠ ١٫ ۶e−٢

٣٢٠ ٢٫ ٣١e−١۴ ۴٫ ١٧ ٢٫ ۶٠e−١٣ ۴٫ ٠٧ ٢٫ ٩۴e−١٢ ۴٫ ٣٣ ٩٫ ٩۶e−١٠ ۴٫ ١٢ ٨٫ ٢e−٢

۶۴٠ ١٫ ٢٧e−١۵ ۴٫ ١٨ ١٫ ۵۵e−١۴ ۴٫ ٠٧ ١٫ ۴۵e−١٣ ۴٫ ٣۴ ۵٫ ۴۵e−١١ ۴٫ ١٩ ٢٫ ٠e−١

جدول از مͬ�دهد. نشان را است N = ١٠٠ و r = ١١ آن در که (٣-١) توسط شده ارائه دقیق جواب

همچنین مͬ�شود. بزرگتر خطا ماکزیمم λc بحرانͬ مقدار به λ شدن ͷنزدی با که مͬ�شود مشاهده ٣-٢

r = ٩,١٠,١١ از پس جدید روش عددی نتایج ،λ = λc = ٣٫ ۵١٣٨٣٠٧١٩٢۵١۶ بحرانͬ مقدار به�ازای

N = ١٠,٢٠,۴٠,٨٠,١۶٠,٣٢٠,۶۴٠ به [٠,١] دامنه آن در که �است شده داده نشان ٢-۴ جدول در تͺرار

جواب یافتن برای شده مطرح INCFD روش که مͬ�دهد نشان جدول این است. شده تقسیم بازه زیر

r = ١١ از پس و دارد بیشتری تͺرار به نیاز باشد، λ = λc هنͽامͬ�که براتو یͷ-بعدی مسأله تقریبͬ

جدول در مͬ�شود. همͽرا ثانیه ٠٫ ۵٧٢٠ سپری�شده زمان و ۴٫ ١٠−١٠×١١ خطای ماکزیمم با تͺرار،

متناهͬ تفاضلات روش ،[۴٢] غیراستاندارد متناهͬ تفاضلات روش با شده ارائه عددی نتایج ،٢-۴

،[١] لͬ گروه طرح ،[٢٠] تجزیه رویͺرد ،[١١] اسپلاین روش ،[٣٣] لاپلاس تجزیه روش ،[١٠] میͺنز

،[۶٢] پارامتری اسپلاین ͷنیͺت ،[۴۶] گالرکین روش ،[٣٧] ͷموج روش ،[١٩] واریاسیون ͷنیͺت

،[٣۴] عصبͬ شبͺه ،[۵۴] تͺراری متناهͬ تفاضلات روش ، [٣٠] ای غیرچندجمله اسپلاین روش
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از پس INCFD روش ، ( بالایͬ و (پایینͬ تقریبͬ و واقعͬ جواب ،λ = ١,٢ مقادیر به�ازای – ٢�٢ جدول
مͬ�شود. تقسیم زیربازه ١٠٠ به [٠,١]، دامنه که هنͽامͬ براتو یͷ-بعدی مسأله برای تͺرار r = ١١

x λ = ١ برای تقریبͬ(پایینͬ،بالایͬ) جواب λ = ١ برای واقعͬ(پایینͬ،بالایͬ) جواب

٠٫ ١ (١٫ ٠٧٧٢٧٣٣١٠۶٢٠٧۴١,٠٫ ٠۴٩٨۴۶٧٩١٢۴۶٧٧۵) (١٫ ٠٧٧٢٧٣٣١۶٧٩۶٧٣٩,٠٫ ٠۴٩٨۴۶٧٩١٢۴۵۴١٣)

٠٫ ٢ (٢٫ ١٢٢٣٩٢٣٢٧٣٣٧٧٧٣,٠٫ ٠٨٩١٨٩٩٣۴۶٣١٣٩٨) (٢٫ ١٢٢٣٩٢٣۴١٠۵٢٧۴۵,٠٫ ٠٨٩١٨٩٩٣۴۶٢٨٨٢٣)

٠٫ ٣ (٣٫ ٠٧٧٣٩۵٠٨١١۶٠٧۴۵,٠٫ ١١٧۶٠٩٠٩۵٧٧١۴٨٠) (٣٫ ٠٧٧٣٩۵١٠٠۵۶٩٩۶۶,٠٫ ١١٧۶٠٩٠٩۵٧۶٧٩۴١)

٠٫ ۴ (٣٫ ٨٠۶١۵١٩۵٢٣۵۶٧١٠,٠٫ ١٣۴٧٩٠٢۵٣٨٨٨٣۴٩) (٣٫ ٨٠۶١۵١٩۵٨٩٣۶۶٢٧,٠٫ ١٣۴٧٩٠٢۵٣٨٨۴١٩٠)

٠٫ ۵ (۴٫ ٠٩١۴۶٧٢۵٩٧٣٣۶۵٢,٠٫ ١۴٠۵٣٩٢١۴۴٠۴٨۵٠) (۴٫ ٠٩١۴۶٧٢۴۵١٣٧١١٢,٠٫ ١۴٠۵٣٩٢١۴۴٠٠۴٧٢)

٠٫ ۶ (٣٫ ٨٠۶١۵١٩۵٢٣۵٨۴۶٧,٠٫ ١٣۴٧٩٠٢۵٣٨٨٨٣۶٣) (٣٫ ٨٠۶١۵١٩۵٨٩٣۶۶٢٧,٠٫ ١٣۴٧٩٠٢۵٣٨٨۴١٩٠)

٠٫ ٧ (٣٫ ٠٧٧٣٩۵٠٨١١۶٣٠١١,٠٫ ١١٧۶٠٩٠٩۵٧٧١۵٠٢) (٣٫ ٠٧٧٣٩۵١٠٠۵۶٩٩۶۶,٠٫ ١١٧۶٠٩٠٩۵٧۶٧٩۴١)

٠٫ ٨ (٢٫ ١٢٢٣٩٢٣٢٧٣٣٩۶٧٣,٠٫ ٠٨٩١٨٩٩٣۴۶٣١۴٢۴) (٢٫ ١٢٢٣٩٢٣۴١٠۵٢٧۴۵,٠٫ ٠٨٩١٨٩٩٣۴۶٢٨٨٢٣)

٠٫ ٩ (١٫ ٠٧٧٢٧٣٣١٠۶٢١٧٩٨,٠٫ ٠۴٩٨۴۶٧٩١٢۴۶٧٩١) (١٫ ٠٧٧٢٧٣٣١۶٧٩۶٧٣٩,٠٫ ٠۴٩٨۴۶٧٩١٢۴۵۴١٣)

x λ = ٢ برای تقریبͬ(پایینͬ،بالایͬ) جواب λ = ٢ برای واقعͬ(پایینͬ،بالایͬ) جواب

٠٫ ١ (٠٫ ٨١٣۴٧۴۶٠۵٩١٣۵۶٢,٠٫ ١١۴۴١٠٧۴٣٢٨٣۵۶۵) (٠٫ ٨١٣۴٧۴۶٠٩٣٣٨٢۶٧,٠٫ ١١۴۴١٠٧۴٣٢۶٧٧۴۶)

٠٫ ٢ (١٫ ۵٧٩۶١١٨۴۶٠۵٨٨٢٠,٠٫ ٢٠۶۴١٩١١۶۵١٩۵۶٨) (١٫ ۵٧٩۶١١٨۵٢٨۶۵٨٠٠,٠٫ ٢٠۶۴١٩١١۶۴٨٧۶٠٩)

٠٫ ٣ (٢٫ ٢۴۵٢۵٨٢٠٨٧٩۵٧١٧,٠٫ ٢٧٣٨٧٩٣١١٨٧١۶٩١) (٢٫ ٢۴۵٢۵٨٢١۶۵٣۴٨٠٠,٠٫ ٢٧٣٨٧٩٣١١٨٢۵۵۵٢)

٠٫ ۴ (٢٫ ٧١٩٨٠۶۵٧٩٠٣۴٧٣٧,٠٫ ٣١۵٠٨٩٣۶۴٢٨١۵٨۵) (٢٫ ٧١٩٨٠۶۵٨١۶۶٨۴٢٧,٠٫ ٣١۵٠٨٩٣۶۴٢٢۵۶٧٠)

٠٫ ۵ (٢٫ ٨٩۵۵٣١٢۶٧٩٧٩٢٠٣,٠٫ ٣٢٨٩۵٢۴٢١۴٠٠۵٠٧) (٢٫ ٨٩۵۵٣١٢۶۵۶٣٢٢٣۴,٠٫ ٣٢٨٩۵٢۴٢١٣۴١١١٣)

٠٫ ۶ (٢٫ ٧١٩٨٠۶۵٧٩٠٣۴۵۶٢,٠٫ ٣١۵٠٨٩٣۶۴٢٨١۵٣۴) (٢٫ ٧١٩٨٠۶۵٨١۶۶٨۴٢٧,٠٫ ٣١۵٠٨٩٣۶۴٢٢۵۶٧٠)

٠٫ ٧ (٢٫ ٢۴۵٢۵٨٢٠٨٧٩۵۵١٣,٠٫ ٢٧٣٨٧٩٣١١٨٧١۶٠٩) (٢٫ ٢۴۵٢۵٨٢١۶۵٣۴٧٩٩,٠٫ ٢٧٣٨٧٩٣١١٨٢۵۵۵٢)

٠٫ ٨ (١٫ ۵٧٩۶١١٨۴۶٠۵٨۶٠٩,١٫ ۵٧٩۶١١٨۴۶٠۵٨۶٠٩) (١٫ ۵٧٩۶١١٨۵٢٨۶۵٨٠٠,٠٫ ٢٠۶۴١٩١١۶۴٨٧۶٠٩)

٠٫ ٩ (٠٫ ٨١٣۴٧۴۶٠۵٩١٣۴۴٧,٠٫ ٨١٣۴٧۴۶٠۵٩١٣۴۴٧) (٠٫ ٨١٣۴٧۴۶٠٩٣٣٨٢۶٧,٠٫ ١١۴۴١٠٧۴٣٢۶٧٧۴۶)
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محاسباتͬ زمان و دقت مرتبه خطا، ماکزیمم ،λc = ٣٫ ۵١٣٨٣٠٧١٩٢۵١۶ بحرانͬ مقدار به�ازای – ٢�٣ جدول
به [٠,١] دامنه هنͽامͬ�که یͷ-بعدی مسأله حل برای تͺرار r = از٩,١٠,١١ پس INCFD روش از حاصل

مͬ�شود. تقسیم N

تͺرار r = ٩ از بعد تͺرار r = ١٠ از بعد تͺرار r = ١١ از بعد

N خطا مرتبه زمان خطا مرتبه زمان خطا مرتبه زمان

١٠ ١٫ ٢٢e−٠٣ - ٩٫ ٧e−۴ ١٫ ٢١e−٠٣ - ٩٫ ٨e−۴ ٢٫ ٢٠e−٠٣ - ٩٫ ٩e−۴

٢٠ ۴٫ ٣۴e−٠۴ ١٫ ۴٩ ١٫ ٠e−٣ ۴٫ ١١e−٠۴ ١٫ ۵۶ ١٫ ١e−٣ ٣٫ ٠٢e−٠۴ ٢٫ ٨٧ ٣٫ ٣e−٣

۴٠ ٧٫ ۴٨e−٠۵ ٢٫ ۵۴ ١٫ ٠e−٣ ٨٫ ١۵e−٠۵ ٢٫ ٣٣ ٢٫ ١e−٣ ٣٫ ۵٨e−٠۵ ٣٫ ٠٨ ٣٫ ٠e−٣

٨٠ ۵٫ ۵۵e−٠۶ ٣٫ ٧۵ ٣٫ ٨e−٣ ۵٫ ٠۵e−٠۶ ۴٫ ٠١ ۴٫ ١e−٣ ٢٫ ٢٢e−٠۶ ۴٫ ٠١ ۴٫ ٨e−٣

١۶٠ ١٫ ٠٠e−٠۶ ٢٫ ۴۶ ٢٫ ٠e−٢ ٣٫ ١١e−٠٧ ۴٫ ٠٢ ٢٫ ۵e−٢ ١٫ ٣٧e−٠٧ ۴٫ ٠٢ ٢٫ ٩e−٢

٣٢٠ ۴٫ ٠۵e−٠٧ ١٫ ٣١ ٨٫ ۵e−٢ ٣٫ ۴٨e−٠٨ ٣٫ ١۶ ٩٫ ٢e−٢ ٧٫ ۵٨e−٠٩ ۴٫ ١٧ ٩٫ ٩e−٢

۶۴٠ ١٫ ٠١e−٠٧ ٢٫ ٠٠ ٠٫ ۴٧٣۶ ۴٫ ٠٩−٠٣ ٣٫ ١١ ٠٫ ۵١٧٨ ۴٫ ١١e−١٠ ۴٫ ٢٠ ٠٫ ۵٧٢٠
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Presented Method

بالایͬ جواب (ب) پایینͬ جواب (آ)

یͷ-�بعدی مسأله برای INCFD تقریبͬ جواب نمودار ،λ = λc و λ = ٠٫ ۵,١,٢,٣,٣٫ ۵١ برای – ٢�١ شͺل
.r = ٧ و N = ٨٠ وقتͬ�که براتو،
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با براتو مسأله از پایینͬ جواب�های پیدا�کردن برای مختلف روش�های برای با L∞ خطای مقایسه – ٢�۴ جدول
است. نشده گزارش مورد برای عددی نتیجه که است معنͬ بدین × نماد .λ = λc و λ = ١,٢,٣٫ ۵١ مقادیر

روش λ = ١ λ = ٢ λ = ٣٫ ۵١ λc = ٣٫ ۵١٣٨٣٠٧١٩٢۵١۶

غیراستاندارد FD ١٫ ٠٠e−٠۴ ١٫ ٠٠e−٠٣ ٢٫ ٠٠e−٠٢ ١٫ ٠٠e−٠١

میͺنز FD ٢٫ ٠٠e−٠٨ ٣٫ ٣٠e−٠٨ ٢٫ ٣٢e−٠۵ ۴٫ ٠٠e−٠٣

لاپلاس تجزیه ١٫ ٣۵e−٠۵ ١٫ ٢۴e−٠٢ × ×

اسپلاین ٨٫ ٨٩e−٠۶ ۵٫ ۵۶e−٠۵ ١٫ ٣۵e−٠١ ×

تجزیه ٢٫ ۶٩e−٠٣ ١٫ ۵٢e−٠٢ × ×

گروه-لͬ ١٫ ٠١e−٠۶ ۵٫ ۶٧e−٠۶ ٧٫ ١٢e−٠۵ ×

تغییراتͬ ۴٫ ٢٢e−٠۵ ١٫ ۴١e−٠٣ × ×

ͷموج ۴٫ ٧١e−١١ ٨٫ ٣٨e−١١ ٣٫ ٣٠e−٠٨ ×

سینͷ-گالرکین ۶٫ ۵٠e−١٢ ١٫ ٨٠e−١١ ٣٫ ٩٠e−١١ ×

پارامتری اسپلاین ۵٫ ٨٧e−١٠ ٣٫ ۵٣e−٠٨ × ×

ای غیرچندجمله اسپلاین ۵٫ ٧٧e−١٠ ٢٫ ۶٠e−٠٨ ۶٫ ٨٩e−٠۶ ×

تͺراری FD ۵٫ ٧١e−١٠ ٢٫ ١١e−٠٩ ۶٫ ٢١e−٠٧ ×

عصبͬ شبͺه ٣٫ ٢٠e−٣ ۴٫ ٩۵e−٠٣ ١٫ ٧۶e−٠٢ ×

هموتوپͬ تحلیل و تجزیه ١٫ ٠٠e−١١ ٢٫ ٠e−١٠ ١٫ ٢۶e−٠٩ ×

پرتابͬ ١٫ ١۵e−٠٨ ۶٫ ٧١e−٠٩ ٣٫ ۵٨e−٠۶ ۶٫ ۶۶e−٠۴

متلب در bvp4c تابع ٢٫ ۴٧e−٠٧ ١٫ ٣٣e−٠۶ ١٫ ۴٣e−٠٢ ۵٫ ١٠e−٠٢

متمتیͺا در NDSolve تابع ۵٫ ٨٨e−٠٩ ۵٫ ٨٨e−٠٩ ٣٫ ٠١e−٠٧ ۴٫ ۶١e−٠۶

INCFD پیشنهادی روش ١٫ ۵۵e−١۴ ١٫ ۴۵e−١٣ ۵٫ ۴۵e−١١ ۴٫ ١١e−١٠
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جواب انشعابͬ ماهیت (ب) خطا ماکزیمم لͽاریتم (آ)

مسأله از بالایͬ جواب�های یافتن برای پیشنهادی روش از حاصل L∞ خطای لͽاریتم (آ) – ٢�٢ شͺل
.(٢-١) یͷ-بعدی براتو مسأله برای جواب از انشعابͬ ماهیت (ب) ، (٢-١) براتو یͷ-بعدی

در NDSolve تابع و [۴٨] متلب نرم�افزار در bvp4c تابع ،[۶٠] پرتابͬ روش ،[٣۶] آنالیزهموتوپͬ روش

سایر از INCFFD روش مͬ�شود، مشاهده ٢-۴ جدول در همان�طورکه مͬ�شود. مقایسه متمتیͺا نرم�افزار

در است دقیق بسیار INCFD روش ،λ = λc حالت برای براین، علاوه است. دقیق�تر تقریبͬ روش�های

مقادیر ازای به آورند. به�دست را دقیق و توجه قابل تقریبͬ جواب ͷی نمͬ�توانند روش�ها سایر که حالͬ

١-٢نشان شͺل در INCFFD روش طریق از آمده به�دست بالایͬ و پایینͬ تقریبͬ جواب�های ،λ مختلف

٢-٢(آ) شͺل در نیز بالایͬ جواب�های یافتن برای روش این به مربوط خطای ماکزیمم است. شده داده

دقیق نیز بالایͬ جواب پیداکردن برای INCFFD روش که مͬ�دهد نشان شͺل این است. شده ترسیم

نسبت پایینͬ و بالایͬ جواب�های مقدار (ماکزیمم تقریبͬ جواب انشعابͬ ماهیت ٢-٢(ب) شͺل است.

این مͬ�باشد. INCFD روش از حاصل که مͬ�دهد نشان براتو یͷ-�بعدی مسأله برای را (λ پارامتر به

دارد. مطابقت کاملا́ آن دقیق نمونه با تقریبͬ انشعاب که مͬ�دهد نشان شͺل
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استاندارد غیر متناهͬ تفاضلات روش�های بر مبتنͬ ترکیبͬ روش پیاده�سازی از حاصل عددی نتایج

دو-بعدی و یͷ-بعدی معادلات حل برای پیشنهادی روش که مͬ�دهد نشان فشرده متناهͬ تفاضلات و

پیشنهادی شده ارائه روش که است این نشان�دهنده نتایج همچنین . است مؤثر و ،دقیق ساده ، سریع براتو

تقریب و بوده موفق بالایͬ و پایینͬ شاخه دو هر تقریب برای فشرده متناهͬ تفاضلات فرمول بر مبتنͬ

اعتبار از حاکͬ که مͬ�آورد، به�دست شده ارائه عددی روش�های سایر به نسبت براتو جواب از بهتر بسیار

است. شده ارائه جدید روش کارایͬ و



ضمیمه�ها�

نواری ماتریس�های ویژه مقادیر ٣�١

N ×N حقیقͬ�مقدار و سه�قطری ماتریس ویژه مقادیر .٣�١�١ قضیه



a b

c a b

. . . . . . . . .

c a


, (١-٣)

مͬ�آیند بدست زیر فرم به

λs = a+٢
√

bccos(
sπ

N +١), ١ ⩽ s ⩽ N. (٢-٣)

N ×N حقیقͬ�مقدار و پنج�قطری ماتریس ویژه مقادیر .٣�١�٢ قضیه



p− r ٢q r

٢q p− r ٢q r

r ٢q p− r ٢q r

. . . . . . . . . . . . . . .

r ٢q p− r


, (٣-٣)

مͬ�آیند بدست زیر فرم به

λs = p−۴qcos(
sπ

N +٢+(١r cos(
٢sπ

N +١), ١ ⩽ s ⩽ N. (٣-۴)
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آنͽاه باشند، N ×N متقارن ماتریس�های B+E و B ماتریس�های کنید فرض .٣�١�٣ قضیه

λk(B)+λN(E)⩽ λk(B+E)⩽ λk(B)+λ١(E), k = ١, . . . ,N (٣-۵)

که هستند Aماتریس ویژه مقادیر λk(A) آن در که

λN(A)⩽ . . .⩽ λ١(A). (٣-۶)

بطوریͺه بͽیرید نظر Vدر ∈C ٢,١(R× [٠,∞)) که Vرا : R× [٠,∞)−→R تابع ایتو) (لم .٣�١�۴ لم

باشد صادق زیر ایتوی فرآیند در S(t)

dS = a(S, t)dt +b(S, t)dW, (٧-٣)

آنͽاه است. وینر فرآیند ͷی W (t) آن در که

dV = (aVS +
١
٢b٢VSS +Vt)dt +bVSdW. (٨-٣)
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Abstract
The Bratu’s problem is a highly nonlinear boundary value problem and
extensively applied as a benchmark problem to test the accuracy of many
analytical and numerical techniques. The aim of this thesis is to design
an accurate discretization method to solve the one- and two-dimensional
Bratu-type problems. By discretization of the second-order derivative
via a fourth-order nonstandard compact finite difference formula, the
considered problem is first reduced to the solution of a highly nonlinear
algebraic system. Then to solve the derived nonlinear system, a mod-
ified nonlinear Newton’s solver is used. The new scheme is fast and
straightforward, it has fourth-order of accuracy to find the lower and
upper branches of the Bratu’s problem. Numerical simulations and com-
parative results for the one- and two-dimensional cases verify that the
new technique is more accurate than the other existing methods in the
literature.

Keywords: Nonstandard compact finite difference scheme, High accu-
racy order, nonlinear Bratu’s problem.
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